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概 要

Burrows–Wheeler 変換 (BWT) は，可逆データ圧縮手法として広
く利用されており，さまざまな圧縮アルゴリズムや索引構造の基盤を形
成している．しかし，BWT の全単射変種である BBWT におけるこの
ような変更の影響は，十分に解明されていない．本研究では，BWT と
BBWT の感度には大幅に違いがあり，圧縮サイズの変化は編集の種類
に応じて対数的増加や平方根的増加を示すことを明らかにした．
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1 はじめに

Burrows–Wheeler Transform (BWT) [3]は，bzip2や索引構造 [4]などの

様々なデータ圧縮技術の基盤として利用される手法である．Akagiらは圧縮手

法の「感度」について研究し [1]，1文字の置換・挿入・削除が圧縮サイズに与

える影響を指標化した．感度は通常，圧縮サイズの増加量で定義されるが，サ

イズの比率を用いる場合もあり，指標解析について，LZ78 [7], lex-parse [10]，

BWT [6] などがある．しかし，全反射 BWT (BBWT)の差分感度について

は未解明の部分が多い．

2 研究目的

データはハードディスクの容量やコストを削減するために圧縮して保存さ

れる．その際，圧縮後のサイズを予測することで効率的に管理できる．しか

し，中のわずかな違いで圧縮サイズが大幅に増加することがあり，こうした

パターンの把握はリスク回避に役立つ．本研究では，先行研究 [6]が扱った二

進数アルファベット {a, b}に対する一文字編集による圧縮サイズの増加を拡
張し，#や cを含む 4文字に適用する．さらに，アルファベット順序を変更し

ても適用し，BWTに加えてBBWTも応用する．本研究の目的は，圧縮サイ

ズの変化が大きいパターンを解析し，BWTおよび BBWTの圧縮感度を特

定することである．
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3 BWT と圧縮指標 r

BWTとは，文字列W の全ての巡回文字列を辞書順にソートし，各行の最

後の文字を連結して得られる可逆圧縮手法である．巡回文字列とは，文字列

の先頭を末尾に移動して生成される．辞書順は # < a < b < cで定義し，#が

最小である．圧縮サイズの指標 r(W )は runs(BWT(W ))で表され，runs(W )

はW の最大の同一文字の連続個数を指す．なお，全ての巡回文字列の rの値

は等しい [9]．

3.1 r の Ω(lg n) 倍増加

Fibonacci文字列は F0 = b, F1 = aの時，Fk = Fk−1Fk−2 で定義され

る．例えば，F2 = ab，F3 = aba，F4 = abaab．Fibonacci数列 fk は Fk の

長さを表し，f0 = 1，f1 = 1，fk = fk−1 + fk−2 で与えられる．BWT変換

後の圧縮サイズ r(Fk)は常に 2であり，高い圧縮効率を持つ．また，Fk は

回文Xk を用いて表せる．偶数 kの場合，Fk = Xkabであり，X2 は空文字

列，X4 = aba．さらに，Xk は kが偶数ならXk = Xk−1baXk−2，奇数なら

Xk = Xk−2baXk−1 が成り立つ．

定理 1 r(F b
2k#) = 2k + 2．

先行研究 [6]は，F2kの最後の文字を削除したF b
2k の圧縮サイズが r(F b

2k) = 2k

であると証明した．本研究では，F2kの最後の文字を辞書順で小さい #に置換

したF b
2k#の圧縮サイズを示す．F

b
2k内で最小の接頭辞を持つ文字列 vを用いる

と，vの巡回文字列間の順序は #を追加しても変わらない．新たな rは #vと v#

の巡回文字列のみで発生するため，r(F b
2k#) = r(v)+2 = r(F b

2k)+2 = 2k+2

となる．

3.2 r の Ω(
√
n) 差分感度

Wk =
(∏k−1

i=2 abiaaabiabai−2
)
abka と定義され，長さ nはΘ(k2)である．

r(Wk) = 6k − 12であるが，先行研究 [6]はWk の最後の一文字を修正する

と rが 6k − 12 + Θ(
√
n)になることを証明した．ここでは a, bを反転した

Wk =
(∏k−1

i=2 baibbbaibabi−2
)
bakb を定義し，r(Wk) = 6k− 12であること

を事前に確認した．

定理 2 r(W b
k#)− r(Wk) = 2k − 5 = Θ(

√
n)．

Wkの最後の aを#に置換したW b
k#の圧縮サイズは，r(Wk)より 2k− 5 増加

する．これは，2 ≤ i ≤ k − 1の範囲で# の影響により，bi#と biaで始まる

巡回文字列が繰り返し現れるためである．その結果，元のWk の BWTは ba
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のみを繰り返すのに対し，W b
k#は babaを繰り返す．この違いによりΘ(2k)

の追加の rが発生し，圧縮サイズが増加する．

定理 3 r(W b
kc)− r(Wk) = 2k − 5 = Θ(

√
n).

文字を反転しても，圧縮サイズは 2k−5増加する．2 ≤ i ≤ k−1の範囲では，

aibと aicで始まる巡回文字列が繰り返し出現する．その結果，Wk の BWT

は baのみを繰り返すのに対し，W b
kcは babaを繰り返すため，圧縮サイズが

Θ(2k)増加する．

4 BBWT と圧縮指標 ρ

文字列 Sは Sの巡回文字列の中に辞書式順で最小であると，Lyndon語と

呼ぶ [8]．Lyndon巡回文字列とは，文字列 S の巡回文字列の中の最小の文

字列を指す．Sが Lyndon語なら r(S) = ρ(S) [9]が成り立つが，そうでない

場合 Sは Lyndon要素に分解でき，その操作を Lyndon分解と呼ぶ．全単射

BWT(BBWT) [5]は，Lyndon分解後，それぞれの Lyndon要素の巡回文

字列を作って，それらをソートし，最後の文字を連結して得られる．BBWT

の圧縮サイズの指標は ρ(S) = runs(BBWT(S))である．Sが Fibonacci文字

列であり異なるm個の Lyndon要素を持つと，ρ(S) ≥ m である [2]．

4.1 ρ の Ω(lg n) 倍増加

Fk の Lyndon巡回文字列は偶奇に関わらず aXkb [11]であり，これを Lk

とする．L2k の末尾を削除したものを Lb
2k，末尾を xに置換したものを Lb

2kx

と定義する．L2k は F2k の巡回文字列なので，ρ(L2k) = 2であるが，一文字

編集で圧縮サイズが増加する．そのときの BBWTの圧縮サイズの下限を証

明する．

定理 4 ρ(Lb
2k) ≥ k．

Lb
2k = aX2k であり，X2k の分解を用いて Lyndon 分解する．展開すると，

Lb
2k = aX2k−1baX2k−3baX2k−4．ここで，aX2k−1bは L2k−1，aX2k−3bはL2k−3

になる．残りの aX2k−4も同様に分解され，新たな Lyndon要素 L2k−5を得

る．この過程を繰り返すと，最終に aX4 = aX3baX2 となり，aX3bは L3，

X2は空文字列なので a = L1も Lyndon要素になる．よって，Lb
2kの Lyndon

分解は L2k−1, L2k−3..L1となり，異なる Lyndon要素の個数が ρの下限なの

で，圧縮サイズの下限は k．

定理 5 ρ(Lb
2kc) ≥ k．
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Lb
2kcはL2k−1, L2k−3, . . . , L3に分解され，最後に acが残るが，acは Lyndon

要素であるので，全ての Lyndon要素の個数は kであり，Lb
2kcの圧縮サイズ

の下限は kになる．

定理 6 ρ(Lb
2k#) ≥ k + 1．

Lb
2k#は L2k−1, L2k−3, . . . , L3 に分解され，最後に aX2# = a#が残る．ここ

で，a = L1 と #が Lyndon要素に追加され，圧縮サイズの下限は k + 1．

定理 7 特定の位置に #を追加すると ρ ≥ k．

二つの異なる位置に#を挿入するとρが増加する．Case 1: L2k−1, L2k−3, . . . , L3

をLyndon要素とし，aX2b = abの間に #を挿入することで，a = L1と #bの

Lyndon要素が得られる．挿入位置は f2k−2であり，圧縮サイズは k+1以上

である．Case 2: X2k−1 を分解し，aX2k−3baX2k−2bより L2k−3 を Lyndon

要素に追加する．分解を繰り返して L3 まで Lyndon要素を追加する．残り

の aX4bの aとX4の間に挿入すると，a = L1になり #X4以降は Lyndon要

素なので圧縮サイズの下限は kである．

4.2 ρ の Ω(
√
n) 差分感度

Wk の Lyndon巡回文字列 Ck は

ak−2bka·
(∏k−2

i=2 abiaaabiabai−2
)
·abk−1aaabk−1abであり，ρ(Ck) = 6k−12

になる．

定理 8 ρ(Cb
k)− ρ(Ck) = 2k − 5 = Θ(

√
n).

文字列 Cb
k は次のように定義される: ak−2bka ·

(∏k−2
i=2 abiaaabiabai−2

)
·

abk−1aaabk−1a．Cb
k は Ck の最後の b を削除した文字列なので，a の最大

連続長は k − 1であるが，Cb
k の接頭辞とは違うので，Cb

k は Lyndon分解さ

れる：

1. Dk = 前半部分（Lyndon語），

2. a（単独の Lyndon要素)．

ρ(Dk) = 8k− 18である．aはDk より小さいため，ρ(Cb
k) = ρ(a) + ρ(Dk) =

1 + 8k − 18 = 8k − 17．最後の文字を削除すると ρは 2k − 5増加する．

定理 9 ρ(Cb
k#)− ρ(Ck) = 2k − 4 = Θ(

√
n).

Cb
k#は定理 8に #を追加した文字列である．# < a < bであるため，定理 8の

Lyndon分解に，#が追加される形である．ρ(Cb
k#) = ρ(#)+ ρ(a)+ ρ(Dk) =

1 + 1 + 8k − 18 = 8k − 16．最後の文字を #に置換すると ρは 2k − 4増加

する．

4



定理 10 ρ(Ckc)− ρ(Ck) = 2k = Θ(
√
n).

Ckcは Ck の最後に cを追加した文字列である．aの最大連続長は cの追加

より k − 2に減り，Ckcの接頭辞なので Ckcは Lyndon語になる．よって，

ρ(Ckc) = r(Ckc) が成り立つ．ρ を増加させる巡回文字列は bia (2 ≤ i ≤
k− 2) から始まるものであり，それらの末尾の abab の繰り返しにより，ρは

2k = Θ(
√
n) 増加する．

定理 11 ρ(Cb
kc)− ρ(Ck) = 2k − 1 = Θ(

√
n).

Cb
kc は Ck の最後の文字を c に置換した文字列である．定理 10 と同様に，

Cb
kcは Lyndon語であるが，cから始まる巡回文字列が存在しないため，ρは

2k − 1 = Θ(
√
n)増加する．

5 おわりに

本研究では，BBWT の圧縮感度に注目した．文字の編集が圧縮サイズに

与える影響を解析した．圧縮サイズの増加に対して対数的あるいは平方根的

な影響を持つことを示した．これにより，BWT や BBWT を用いたデータ

圧縮において，小さな編集が圧縮効率に及ぼすリスクをより正確に評価でき

るようになった．今後の研究では，より実用的なデータセットへの適用を進

めることで，圧縮方法の性質をより理解できると考えられる．
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