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LZWの圧縮感度
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概要

文字列圧縮に対する 1文字編集時の影響を評価す

る指標として，加法的感度・乗法的感度がある．既

存研究では LZ77/LZ78 などが解析されているが，

LZW の理論解析はまだ十分に行われていない．本

稿では LZW に対し，加法的感度が Θ(n) であるこ

とを示す．さらに乗法的感度について，下界 Ω(n1/4)

と上界 O((n/ log n)2/3) を与える．

1 はじめに

文字列圧縮アルゴリズムは，通信，データ保存，情

報検索など幅広い分野で利用されている．従来の評

価は，静的な文字列に対する圧縮率や計算量に主眼

が置かれてきた．しかし実際のデータは，編集操作

や誤り訂正により動的に変化することが多い．その

ため，1文字のわずかな編集が圧縮結果にどの程度

影響を与えるかを評価することは重要である．

Akagi ら [1] は，文字列圧縮法および反復性指標

に対する「感度（sensitivity）」の概念を導入した．

さらに Fujie ら [2] は，LZ 系圧縮 [5]および文字列

アトラクタに対する加法的感度の厳密な上界・下界

を与えている．

本研究では，これらの先行研究を基盤として，

LZ78 [4] の改良版であり実用上広く用いられてい

る LZW 圧縮アルゴリズムに着目し，1文字編集に

対する加法的感度および乗法的感度を理論的に解析

する．
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2 基本概念

2.1 記号の定義

本稿では，以下の記号を用いる．

c 圧縮手法（LZW，LZ78 など）

T 入力文字列

T ′ T に 1文字の編集操作を施した文字列

c(T ) 圧縮手法 c により T を factor 分解した結果

zc(T ) 圧縮手法 c を T に適用した際の factor 数

2.2 漸近記法

関数 f(n), g(n) に対し，

• f(n) ∈ O(g(n))：十分大きな n に対し f(n) が

g(n) の定数倍以下

• f(n) ∈ Ω(g(n))：十分大きな n に対し f(n) が

g(n) の定数倍以上

• f(n) ∈ Θ(g(n))：f(n) ∈ O(g(n)) かつ f(n) ∈
Ω(g(n))

が成り立つとき，それぞれ上界，下界，タイトな評

価と呼ぶ．

2.3 感度の定義

加法的感度

ASedit(c, n) = max
T,T ′

|zc(T ′)− zc(T )| (1)
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乗法的感度

MSedit(c, n) = max
T,T ′

zc(T
′)

zc(T )
(2)

加法的感度は factor 数の差分，乗法的感度はその

比率を評価する指標である．

表 1: 既存研究における LZ 系圧縮法の感度

圧縮手法 加法的感度 乗法的感度

LZ77 Θ(n2/3) 2

LZ78 Θ(n) Ω(n1/4) ∼ O

((
n

log n

)2/3)
既存研究により，LZ 系圧縮法に対する 1文字編

集時の感度はすでに一部が解析されている．[1, 2]．

2.4 上界・下界評価の考え方

本研究では，文字列圧縮法の感度を評価するため

に，加法的感度および乗法的感度について，上界と

下界の双方を与えることを目的とする．

上界とは，任意の文字列 T に対する 1 文字編集

により，factor 数が最悪の場合にどの程度増加しう

るかを評価したものである．一方，下界とは，特定

の文字列 T を構成し，実際に 1 文字編集を行った

際に，factor 数がどの程度増加するかを示すもので

ある．

上界と下界が一致したとき，当該圧縮手法の感度

は漸近的にタイトに評価されたといえる．

3 LZW 圧縮アルゴリズム

LZW 圧縮 [3]は，入力文字列を左から右へ逐次処

理し，現在位置から始まる最長の辞書語を選択する

ことで factor 分割を行う辞書型圧縮アルゴリズムで

ある．初期辞書にはアルファベット Σ に含まれるす

べての単一文字が登録されており，処理の過程で生

成された辞書語は直ちに以降の factor 分割に利用さ

れる．

以下に，LZW 圧縮の動作を具体例で示す．アル

ファベット Σ = {a, b}，入力文字列を

T = abaaaaba

表 2: 文字列 abaaaaba に対する LZW の処理例

入力語 次の文字 追加される辞書語

a b ab

b a ba

a a aa

aa a aaa

ab a aba

とする．初期辞書は {a, b} とする．LZW は現在位

置から始まる最長の辞書語を選択し，その直後の文

字を用いて新たな辞書語を辞書に追加する．処理の

過程を 表 2 に示す．

この例から分かるように，一度生成された辞書語

は直ちに再利用され，入力の構造に応じて factor の

長さが変化する．そのため，入力文字列の途中で 1

文字が変更されると，辞書の構築順序が変化し，後

続部分の factor 分割が大きく影響を受ける可能性が

ある．本研究では，この性質に着目し，LZW 圧縮

に対する 1 文字編集時の感度を解析する．

4 LZW の加法的感度の解析

4.1 下界構成に用いる文字列

以下の文字列 T を考える．

T =

p∏
i=1

(aibiaibici)

p∏
i=1

(aibici)

このとき，長さは n = 8p である．

1文字編集後の文字列 T ′ を次で定義する．

T ′ =

p∏
i=1

((aibiaibici) # b1c1

p∏
i=2

(aibici)

ここで # は T に含まれない新しい文字である．
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4.2 LZW による factor 分割

LZW(T ) =

|a1|b1|a1b1|c1| · · · |ap|bp|apbp|cp|
|a1b1c1|a2b2c2| · · · |apbpcp|

LZW(T ′) =

|a1|b1|a1b1|c1| · · · |ap|bp|apbp|cp|
# |b1|c1a2|b2|c2 · · · |cp−1ap|bp|cp|

編集点以降では既存辞書が利用できず，短い factor

に分割されている．

4.3 下界評価

前節で与えた構成に対し，LZW による factor 数

を具体的に数える．

まず，文字列 T に対する LZW 分解では，各 i =

1, . . . , p に対して

|ai|, |bi|, |aibi|, |ci|, |aibici|

の 5 つの factor が生じ，したがって zLZW(T ) = 5p

が成り立つ．

一方，編集後の文字列 T ′ では，後半部分が短い

factor に細分化され，# 自身と各 i に対して 6 個の

factor が生成されるため，

zLZW(T ′) = 6p+ 1

となる．以上より，

ASedit(LZW, n) ≥ p+ 1

ここで，文字列長は n = 8p であるから，

ASedit(LZW, n) ∈ Ω(n)

4.4 上界評価

一方，最悪の場合でも各文字が独立した factor に

なる以上には分割されないため，

ASedit(LZW, n) ∈ O(n)

が成り立つ．したがって，

ASedit(LZW, n) ∈ Θ(n) (3)

5 LZWの乗法的感度の解析

5.1 下界評価

本節では，LZW 圧縮に対する 1 文字編集時の乗

法的感度の下界を与える．そのために，LZW によ

る factor 数が大きく増加するような文字列 T を構

成し，その factor 分解の様子を解析する．

アルファベットを

Σ = {σ1, σ2, . . . , σ3k}

とする．まず，T を次の 2 つの部分に分けて定義

する：

T = T (1) T (2).

前半 T (1) 前半部分は

T (1) =

k∏
i=1

(
(σ1σ2 · · ·σi)σk+i

)
で定義される．すなわち

(σ1)σk+1 (σ1σ2)σk+2 · · · (σ1 · · ·σk)σ2k

である．

この部分に対する LZW の factor 分解は，次のよ

うに与えられる：

LZW(T (1)) = (σ1) | σk+1 | (σ1 | σ2) | σk+2 |

(σ1σ2 | σ3) | σk+3 | · · · | (σ1 · · ·σk−1 | σk) | σ2k

その結果，T (1) 全体では 2k-1個の factor が生成

される．

後半 T (2) 次に後半部分を定義する．各 j ∈
{1, 2, . . . , k} に対し，整数 lj を

1

2
lj(lj − 1) + 1 ≤ j ≤ 1

2
lj(lj + 1)
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を満たす最大の整数として定め，さらに

2 + j + lj − 1 ≡ yj (mod lj)

を満たす整数のうち，k を超えない最大のものを yj

とする．このとき

Pj = (σ1σ2 · · ·σyj
σk+j)

とおき，後半部分を

T (2) =

k∏
j=1

(
Pj σ2k+j Pj

)
と定義する．すなわち

(P1σ2k+1P1) (P2σ2k+2P2) · · · (Pkσ3kPk)

この部分では，1ブロックあたり 4個の factorが生成

される．したがって，T (2) 全体では 4k個の factorが

生成される．文字列 T 全体に対する LZW の factor

数は次にようになる．

zLZW(T ) = (2k − 1) + 4k = 6k − 1

編集後の後半 T ′(2) Pj = (σ1 · · ·σyj
σk+j) とする．

T ′(2) =
(
P ′
1 σ2k+1 P1

) k∏
j=2

(
Pj σ2k+j Pj

)
で定義する．ただし

P ′
1 = (#σ2σ3 · · ·σy1

σk+1)

であり，# は T に含まれない新しい記号である．編

集点より前の T (1) に対する factor 分解は T と同一

であり，

zLZW(T (1)) = 2k − 1

一方，T ′(2)に対する factor分解は次のようになる：

LZW(T ′(2)) =

(# | σ2 | · · · | σy1
| σk+1 | σ2k+1 |

σ1 · · ·σy1
| σk+1)

(σ1 | σ2σ3 | σ4σ5 | · · · | σy2
|

σk+2 | σ2k+2 | σ1 · · ·σy2 | σk+2)
...

(σ1 · · ·σyk
| σ2k | σ3k | σ1 · · ·σyk

σ2k)

編集点以降（すなわち T ′(2)）で生成される factor

数は

zLZW(T ′(2)) = (y1+3)+5k+

k∑
j=2

yj − (j + 1)

lj
. (4)

ここで，第 1ブロックは # の導入により y1 に比例

して細分化され，j ≥ 2 の各ブロックは lj ごとに規

則的な細分化が生じるため，(4) が得られる．

以上より

zLZW(T ′) = zLZW(T (1)) + zLZW(T ′(2))

= 9k − 3 +

k∑
j=2

yj − (j + 1)

lj

S :=

k∑
j=2

yj − j − 1

lj

lj = L となる j の範囲は

1

2
L(L− 1) + 1 ≤ j ≤ 1

2
L(L+ 1)

で与えられる．これを

jmin
L :=

1

2
L(L− 1) + 1, jmax

L :=
1

2
L(L+ 1)

と書く．このとき

S =

m∑
L=2

jmax
L∑

j=jmin
L

yj − j − 1

L
=

m∑
L=2

1

L

jmax
L∑

j=jmin
L

(yj−j−1)

ただし m := max{L ∈ N | 1
2L(L+ 1) ≤ k}．

この定義より m = Θ(
√
k) が成り立つ．

lj = L を固定すると，yj ≡ j + 1 (mod L) かつ

yj ≤ k より，j = jmin
L , . . . , jmax

L に対し，yj は k か

ら k − L+ 1 までを一巡する．よって

jmax
L∑

j=jmin
L

yj = k+(k−1)+· · ·+(k−L+1) = Lk−1

2
L(L−1)

また

jmax
L∑

j=jmin
L

j =
L

2

(
jmin
L + jmax

L

)
=

L

2

(
L2 + 1

)
jmax
L∑

j=jmin
L

1 = L
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以上より

jmax
L∑

j=jmin
L

(yj − j − 1) = L
(
k − 1

2
L(L+ 1)− 1

)
したがって

S =

m∑
L=2

(
k − 1

2
L(L+ 1)− 1

)
= (m− 1)k −Θ(m3)

よって S = Θ(k3/2)であり，また，構成した文字

列 T の長さは n = Θ(k2) であるため，

zLZW(T ′) = 9k − 3 + S ∈ Ω(k
√
k)

MSedit(LZW, n) ≥ zLZW(T ′)

zLZW(T )
∈ Ω(

√
k) = Ω(n1/4)．

5.2 上界評価

上界については，LZ 系圧縮と最小文法サイズと

の関係に関する既存結果 [6] を用いる．LZ78 を含む

辞書型圧縮アルゴリズムによって生成される文法サ

イズが，最小文法サイズに対して

O

((
n

log n

)2/3
)

で近似されることを示している．LZW は LZ78 の

改良版であり，生成される辞書構造は LZ78 と同様

に文法圧縮として解釈できるため，同様の上界評価

が適用可能であり，以下の結果が得られる．

MSedit(LZW, n) ∈ O

((
n

log n

)2/3
)

6 まとめと今後の研究

本研究では，LZW 圧縮アルゴリズムに対して，1

文字編集に対する加法的感度，乗法的感度を理論的

に解析した．今後の研究課題として，LZD など他の

辞書型圧縮への拡張を考える．
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